ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

EJERCICIOS DEL cAPpiTULO III

Ejercicio 1. Calcular una féormula para la solucién del problema de Cauchy
Uy — gy = f(z,1) (telR,z € R)
u(z,0) = a(z) (x € R)
u(z,0) = B(x) (r €R)
donde ¢ > 0. Resolver para f(z,t) = 2%, a(z) = z, 8(z) = 0.
Ejercicio 2. Encuéntrese la tinica soluciéon del problema de Cauchy
U — Uy = sen(x) (teR,z€R)
u(z,0) = 2° (x € R)
uy(z,0) = 2 (x € R).

en los siguientes casos:

a) f(x,t) =senz, a(r) =22, B(x) = 22
b) f(x,t) =xe™ ax) ==z, B(z) =0.

¢) flz,t) =senz, a(z) =e ™, B(z) = ﬁ

En cada caso, calcular lim u(z,t).
t—+o0

Ejercicio 3. Dado el siguiente problema mixto:

Uy — Uy = 0 (t>0,2>0)
u(z,0) = x* (x >0)
ui(x,0) =1 — cos(z) (x > 0)

u(0,) =0 (t e R).

. Admite dicho problema solucién? Si es asi, calcular dicha solucion.

Ejercicio 4. Sea el siguiente problema mixto:

Uy — Uy = 0 (t>0,2>0)
u(z,0) = Se;lx (x >0)
uy(x,0) = 2 (x >0)
u.(0,2) =0 (t € R).

Calcular la solucién de dicho problema, si existe.
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Ejercicio 5. Sea u(x,t) una soluciéon del problema:

Uy — Uz = f() (telR,z€R)
w(z,00=0 (z€R)
u(z,0) =0 (r € R),

donde f(z) >0siz >0y f(x) =0siz <0. Discutir si u(x,t) > 0 o no, dependiendo de
z, t.

Ejercicio 6. Consideremos el problema de Cauchy para la ecuacion de ondas en IR*:

a(x) (z € IR?)
=pB(x) (zeR,
a) Probar que si a(z), 5(z) son funciones con simetria radial, entonces u(z,t) también
tiene simetria radial.

b) Denotemos r = |z|. Usar el método de las medias esféricas para dar una formula
para u(r,t) en funcion de a(r), B(r).

¢) Calcular dicha solucién para a(z) = 0, f(z) = e 1P, Usar algin software para
simular la propagacion de la onda.

Ejercicio 7. Sea u(x,t) una soluciéon de la ecuacion de ondas:

uy — Au =10 (t >0,z € RY)
a(x) (x € RY)
uy(x,0) = B(x) (z € RY),

Usar estimas de energia para probar que u(zx,t) depende solo de los valores de o, 5 en la
bola B(x,t).

Ejercicio 8. Calcular la tinica solucién del problema

PPu(x,t)  0u(z,t)

0<z<nmtelR

or2 O
u(z,0) = sen®(z) 0<z<m
ou(z,0
= — <zx<
5 x(m —x) O<z<m
u(0,t) = u(m,t) =0 t > 0.



Ejercicio 9. Demostrar que el problema

Pu(x,t)  Pul(z,t)

= —s <z<
92 BTE sen(zx) 0<z<mtelR
u(z,0) = 2sen(x) 0<z<m
(9u(a:,0):0 0<z<n
ot
u(0,t) = u(m,t) =0 t>0

tiene una tnica solucion u. Definir la energia de la onda u en el tiempo t y comprobar
que dicha energia no es constante.

Ejercicio 10. Calcular la tinica soluciéon del problema

Pu(x,t)  u(z,t)

0<z<mtelR

ox?2 O
u(z,0) = cos?(z) 0<z<m
8ug;, 0) = 2z — sen(2z) 0<z<m
ou(0,t)  Ou(m,t)
= =0 t>0.
Ox Ox -
Ejercicio 11. Calcular la tinica soluciéon del problema
Pu(z,t)  *u(z,t)
_ _ <z<
902 2% cos(x) 0<z<mtelR
u(z,0) = sen(z) 0<z<m
0
Uz.0 _ 0<az<n
ot
u(0,t) = u(m,t) =0 t>0.

Sugerencia: bisquese la soluciéon de la forma u(x,t) = v(z,t) + s(x).
Ejercicio 12. Calcular la tinica soluciéon del problema

OPu(w,t)  0*ul(x,t)

0<zx<mtelr

or2 Ot

u(z,0) = sen(x) 0<z<m
8u(a:i, 0) = sen’(x) 0<z<nm

w(0,t) = u(m,t) =0 t>0.



